
Chapter	  12:	  Rota.on	  of	  a	  Rigid	  Body	  
At	  the	  beginning	  of	  PHY191,	  we	  made	  the	  central	  observa2on	  that:	  

“Everything	  Moves!”	  

We	  have	  spent	  the	  en2re	  2me	  since	  then,	  analyzing	  this	  mo2on,	  but	  we	  have	  only	  
considered	  one	  type	  of	  mo2on:	  

Transla.onal	  Mo.on	  
Of	  a	  Point	  Par.cle	  

(picture	  an	  ice	  skater	  
	  going	  back	  and	  forth	  
	  across	  the	  ice)	  

But	  what	  else	  do	  ice	  skaters	  do?	  They	  spin	  –	  or	  rotate.	  [Sec.	  12.1]	  

Real	  objects	  can	  have	  more	  mo2ons	  than	  just	  transla2on.	  They	  can	  rotate	  (Chap	  12),	  
oscillate	  (i.e.	  vibrate)	  (Chap	  14),	  and	  have	  wave	  mo2on	  (Chap	  20).	  Many	  of	  the	  tools	  	  
we	  have	  already	  developed	  can	  be	  used	  to	  treat	  these	  mo2ons.	  

Warning:	  Chap	  12	  is	  the	  longest	  in	  the	  book.	  Essen;ally,	  it	  repeats	  everything	  that	  we’ve	  
done	  over	  11	  chapters	  for	  transla;onal	  mo;on	  into	  one	  chapter	  for	  rota;onal	  mo;on	  

CHAPTER12_LECTURE1	   1	  



Some	  Stuff	  from	  Circular	  Mo.on	  
Uniform	  and	  Nonuniform	  Circular	  Mo.on:	  

In	  Chap	  4	  ,	  we	  first	  looked	  at	  circular	  mo2on.	  	  

For	  circular	  mo2on,	  we	  have	  the	  
accelera2on	  components:	  

(maintains	  the	  circular	  mo2on)	  

(changes	  the	  speed)	  

Or,	  using:	  

These	  types	  of	  equa2ons	  can	  be	  used	  
to	  describe	  the	  rota.on	  of	  a	  rigid	  body.	  CHAPTER12_LECTURE1	   2	  
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Rigid	  Body	  Rota.on	  (Sec.	  12.1)	  

What	  is	  a	  rigid	  body?	  

A	  rigid	  body	  is	  an	  extended	  object	  whose	  
components	  don’t	  move	  rela2ve	  to	  each	  
other.	  

Can	  be	  a	  finite	  collec2on	  of	  par2cles	  at	  
fixed	  posi2on	  or	  an	  infinite	  collec2on	  –	  	  
i.e.	  a	  con2nuous	  body.	  

Pivot	  Point	  
Or	  Rota2on	  axis	  

If	  the	  body	  is	  pivoted	  at	  some	  point,	  it	  is	  free	  to	  rotate	  around	  that	  point	  
or	  about	  an	  axis	  through	  that	  point.	  
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Rota.onal	  Kinema.cs	  (Sec.	  12.1)	  
Basic	  Defini.ons:	  

Sign	  Conven2on:	  	  
	  	  	  	  	  	  CounterClockWise	  (CCW)	  is	  posi.ve.	  

Rota.onal	  Kinema.cs	  for	  Constant	  Accelera.on:	  

These	  equa;ons	  should	  look	  familiar.	  They’re	  the	  same	  that	  we	  used	  for	  1D	  
constant	  accelera;on	  kinema;cs	  way	  back	  in	  Chap	  2!	  	  

Pivot	  
Point,	  P	  
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Whiteboard	  Problem	  1:	  Problem	  	  12-‐1,	  A	  refresher	  

You	  may	  assume	  that	  the	  angular	  accelera2on	  is	  constant.	  

In	  rota;onal	  problems,	  you	  do	  have	  to	  be	  careful	  with	  your	  units.	  Angular	  
posi;on,	  velocity,	  and	  accelera;on	  can	  be	  used	  in	  a	  variety	  of	  units;	  however,	  
when	  you	  use	  an	  angular	  quan;ty	  to	  calculate	  a	  linear	  quan;ty,	  the	  angular	  
quan;ty	  must	  be	  in	  radians.	  
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Two	  new	  concepts	  for	  “Rota2on	  of	  a	  
Rigid	  Body”	  	  

1.  Center	  of	  Mass	  [Sec	  12.2]	  

2.  Moment	  of	  Iner2a	  (this	  is	  the	  rota2onal	  analog	  	  
	   	   	   	  of	  mass)	  [Sec	  12.4]	  
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Center	  of	  Mass	  (Sec.	  12.2)	  

Center	  of	  Mass	  for	  a	  Discrete	  Collec.on	  of	  Point	  Masses:	  

N	  masses	  Center	  of	  Mass	  Coordinates:	  

The	  center	  of	  mass	  is	  the	  point	  about	  which	  
an	  unconstrained	  rigid	  body	  will	  rotate.	  
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Whiteboard	  Problem	  2:	  Problem	  12-‐13a	  

Does	  it	  ma/er	  what	  
units	  you	  work	  in	  	  
for	  this	  problem?	  
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Quick	  Note	  about	  Con.nuous	  Bodies	  

The	  center	  of	  mass	  coordinates	  are	  at:	  

These	  can	  become	  nasty	  integrals	  	  -‐	  we	  won’t	  do	  any!	  But	  if	  you	  take	  
Engineering	  Mechanics,	  you’ll	  do	  a	  lot.	  

Your	  author	  makes	  the	  important	  point	  that	  for	  con.nuous	  bodies	  that	  are	  
symmetric	  and	  have	  uniform	  density,	  the	  center	  of	  mass	  is	  at	  the	  geometric	  
center.	  
	  
Note	  that	  in	  many	  cases	  the	  center	  of	  mass	  may	  lie	  en2rely	  outside	  the	  body!	  
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Torque	  (Sec.	  12.5)	  
Torque	  (also	  called	  “moment”	  in	  engineering)	  is	  the	  rota.onal	  analog	  of	  force.	  

An	  applied	  force	  on	  an	  object	  causes	  an	  accelera2on:	  

An	  applied	  force	  on	  a	  rigid	  body	  can	  create	  a	  torque	  that	  causes	  an	  angular	  accelera2on.	  	  
But	  what	  does	  torque	  depend	  on?	  Consider:	  

Pivot	  
Point,	  P	  

The	  forces	  have	  equal	  magnitudes,	  
which	  force	  causes	  the	  most	  rota.on?	  

Pivot	  
Point,P	  

The	  forces	  have	  equal	  magnitudes,	  
which	  force	  causes	  the	  most	  rota.on?	  

So,	  the	  greater	  the	  distance	  from	  P	  to	  the	  point	  	  
of	  applica2on	  of	  the	  force	  and	  the	  more	  perpendicular	  	  
the	  force	  is	  to	  the	  line	  between	  P	  and	  the	  force,	  the	  more	  
rota2on.	  	  

Or,	  

Rota.onal	  Mo.on	  –	  Part	  2	  
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Three	  Ways	  to	  Calculate	  the	  Torque	  Produced	  by	  a	  Force	  (Sec.	  12.5)	  

Pivot	  
Point,	  P	  

Vector	  from	  P	  to	  the	  point	  
where	  force	  is	  applied	  

Torque	  of	  F	  about	  P:	  

There	  is	  a	  more	  general	  way	  to	  calculate	  
the	  torque	  produced	  by	  a	  force	  

Let’s	  do	  	  
that	  now.	  
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General	  Defini.on	  of	  Torque	  Produced	  by	  a	  Force	  
Sec.ons	  12.5	  and	  12.10	  

Pivot	  
Point,	  P	  

Vector	  from	  P	  to	  the	  point	  
where	  force	  is	  applied	  

The	  Torque	  produced	  by	  the	  force,	  F,	  about	  the	  point	  P	  is:	  

What	  is	  this?	  	  
It’s	  called	  a	  Vector	  Cross	  Product.	  

Point	  of	  applica2on	  
of	  the	  force	  
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Vector	  Cross	  Product	  (Sec.	  12.10)	  
(some2mes	  called	  a	  Vector	  Product)	  

larger	  	  
angle	  

Where:	  

What	  is	  the	  Right	  Hand	  Rule	  (RHR)?	  

Another	  use	  of	  RHR	  !	  
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The	  Right	  Hand	  Rule	  (From	  your	  text,	  Sec.	  12.10)	  

There	  are	  many	  ways	  to	  do	  the	  RHR.	  
I	  use	  this	  way.	  

CHAPTER12_LECTURE2	   22	  



The	  Right	  Hand	  Rule	  (My	  Way)	  (Sec.	  12.10)	  
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Sec.	  12.10	  
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(A	  Couple	  of	  Quick)	  Whiteboard	  Problems	  3	  &	  4	  
Problem	  12-‐38:	  

Problem	  12-‐39:	  

Give	  the	  direc.on	  as	  in	  or	  out.	  

Find	  cross	  product	  in	  Component	  Form.	  

Ans:	  (21.21,	  in)	   Ans:	  (24.0,out)	  

Always	  use	  a	  right-‐handed	  co-‐ordinate	  system!	  What	  does	  that	  mean?	  
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Problem	  12-‐39:	  

Problem	  12-‐37:	  
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Whiteboard	  Problem	  5:	  Problem	  12-‐40	  
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Back	  to	  Torque	  (Sec.ons	  12.5	  and	  12.10)	  

Pivot	  
Point,	  P	  

Vector	  from	  P	  to	  the	  point	  
where	  force	  is	  applied	  

Similarly,	  here,	  now	  that	  we	  know	  about	  rota2onal	  kinema2cs	  and	  how	  to	  calculate	  torque,	  
we	  can	  begin	  to	  look	  at	  rota.onal	  dynamics	  problems…	  
…What’s	  the	  rota2onal	  analog	  of	  F	  =	  ma??	  

Recall	  that	  once	  we	  knew	  kinema2cs	  (the	  3	  constant	  accelera2on	  kinema2c	  equa2ons),	  
and	  we	  knew	  F	  =	  ma,	  we	  moved	  on	  to	  Dynamics.	  
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A	  net	  torque	  on	  an	  object	  causes	  an	  angular	  accelera.on.	  Or:	  

This	  is	  Newton’s	  2nd	  Law	  for	  Rota.on.	  

The	  moment	  of	  iner2a	  of	  an	  object	  is	  determined	  by	  its	  
mass	  and	  how	  the	  mass	  is	  distributed	  about	  the	  axis	  of	  rota2on.	  

Rota.onal	  Dynamics	  (here’s	  the	  analog	  for	  F	  =	  ma)	  (Sec.	  12.6):	  

Q:	  Well,	  first…what’s	  the	  rota.onal	  analog	  of	  mass?	  	  
A:	  Moment	  of	  Iner.a	  (Sec.	  12.4)	  	  	  

Example:	  Carrying	  a	  heavy	  long	  ladder	  or	  rod!	  

Key	  concept:	  For	  rota2onal	  mo2on,	  the	  spa2al	  distribu2on	  of	  mass	  about	  pivot	  axis	  maners!	  

But…what’s	  the	  defini2on	  of	  Moment	  of	  Iner2a?	  How	  do	  you	  calculate	  it?	  
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Moment	  of	  Iner.a	  (Sec.	  12.4)	  
Collec.on	  of	  Discrete	  Point	  Masses:	  

Axis	  of	  Rota.on	  (perpendicular	  to	  x-‐y	  plane)	  
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Whiteboard	  Problem	  6:	  Problem	  12-‐13b	  

We	  already	  did	  part	  a.	  
Don’t	  need	  it	  to	  do	  part	  b.	  

Rota.on	  Axis:	  
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Moment	  of	  Iner.a	  (Sec.	  12.4)	  
Con.nuous	  Bodies:	  

Axis	  of	  Rota.on	  

These	  can	  be	  difficult	  integrals.	  We	  won’t	  
do	  any*,	  but	  we	  will	  use	  ones	  already	  calculated:	  

*If	  you	  are	  an	  engineering	  major,	  you’ll	  do	  these	  in	  an	  engineering	  mechanics	  class.	  
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Parallel	  Axis	  Theorem	  (Sec	  12.4)	  
If	  you	  know	  the	  moment	  of	  iner2a	  about	  an	  axis	  through	  the	  object’s	  center	  
of	  mass,	  you	  can	  find	  the	  moment	  of	  iner2a	  about	  any	  parallel	  axis.	  

Axis	  through	  the	  center	  of	  mass,	  
We	  know	  the	  moment	  of	  iner2a	  	  
about	  this	  axis	  

Axis	  parallel	  to	  axis	  
through	  CM	  

The	  moment	  of	  iner.a	  about	  this	  parallel	  axis	  is:	  
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Corollary:	  	  
Same	  object	  but	  different	  pivot	  axis,	  leads	  to	  a	  different	  value	  for	  the	  moment	  of	  iner2a.	  	  	  	  

Apply	  Parallel	  Axis	  Theorem	  to	  
calculate	  Moment	  of	  Iner2a	  for	  
thin	  rod	  about	  end:	  	  
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